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hnieken: substitutie en parti�ele integratie(versie 26 juni 2008)InleidingIn deze module wordt zeer kort de de�nitie van onbepaalde integralen herhaald evenalshet verband tussen bepaalde en onbepaalde integralen. Het is geenszins de bedoelinghier diep op in te gaan.Wel willen we de basisprin
ipes van de eenvoudigste integratiete
hnieken overlopen.We bekijken de splitsing van integralen, de substitutie en de parti�ele integratie.Voor een uitgebreide behandeling van de betekenis van onbepaalde en bepaalde inte-gralen en voor andere integratiete
hnieken verwijzen we naar de handboeken uit hetse
undair onderwijs.



2 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie1 Primitieve fun
ties, bepaalde en onbepaalde in-tegralenDe�nitie 1.1 (Primitieve fun
tie)Zij f een fun
tie met domein I dan is een fun
tie F een primitieve fun
tie van f alsF 0(x) = f(x) voor alle x 2 I:De�nitie 1.2 (Onbepaalde integraal)De onbepaalde integraal van f is de verzameling van alle primitieve fun
ties vanf; en wordt traditioneel genoteerd alsZ f(x) dx;of ook (bij gebruik van een andere variabele)Z f(t) dt;f(x) (of f(t)) wordt de integrand genoemd,x (of t) de integratievariabele,dx (of dt), is een symbool zonder \e
hte betekenis". Het geeft enkel aan wat denaam is van de gebruikte variabele. (Dit is vooral belangrijk als er ook parametersvoorkomen in de integrand.)
Stelling 1.3Als f een fun
tie is gede�nieerd op een open interval1I enF is �e�en primitieve fun
tie van f ,dan is elke primitieve fun
tie van f van de vorm F + C met C 2 R.Traditioneel noteert men dit alsZ f(x) dx = F (x) + C; C 2 R;C noemt men de integratie
onstante.1I kan zowel een oneindig open interval zijn zoals R, ℄ � 1; a[ of ℄a;+1[; als een eindig openinterval ℄a; b[ (a; b 2 R).Zomer
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1. Primitieve fun
ties, bepaalde en onbepaalde integralen 3Het vinden van de primitieven noemt men het \primitiveren"van f , informeel spreektmen ook van \integreren" van f . Zo noemt men fun
ties waarvoor een primitieve fun
-tie bestaat \integreerbaar".Vermits primitiveren het inverse is van a
eiden, is het niet verwonderlijk dat de be-langrijke rekenregels voor de afgeleide (somregel, produ
tregel, kettingregel...) hun\vertaling" zullen hebben voor het primitiveren. In volgende paragrafen gaan we hierverder op in.Opmerking 1.4Men kan aantonen dat vorige stelling 1.3 niet geldt als het domein geen open interval is(zoals bijvoorbeeld R0 ). Voortaan zullen we voor elke fun
tie die we integreren telkensveronderstellen dat ze een open interval als domein heeft zonder dit telkens expli
iette vermelden.Voorbeelden 1.51. Z x dx = x22 + C; C 2 R:2. Z 
os x dx = sinx+ C; C 2 R:3. Z 1p1� x2 = Bgsinx+ C; C 2 R:Stelling 1.6 (Verband tussen bepaalde en onbepaalde integralen)Stel f een fun
tie gede�nieerd op een open interval I en [a; b℄ � I en F een primi-tieve fun
tie van f zodatZ f(x) dx = F (x) + C; C 2 R;dan is Z ba f(x) dx = F (b)� F (a)= [F (x)℄ba eerste notatie= F (x)jba tweede notatie.Opmerking 1.7Men kan aantonen dat 
ontinue fun
ties steeds een primitieve zullen hebben. Maarmen kan ook aantonen dat er geen algoritme bestaat om expli
iet die primitieve tevinden. In sommige gevallen kan men ook aantonen dat de primitieven niet expli
ietkunnen uitgedrukt worden met behulp van de bewerkingen en samenstelling van fun
-ties in termen van de elementaire fun
ties (dit zijn veeltermfun
ties, worteltrekkingen,Zomer
ursus WiskundeGroep Wetens
hap & Te
hnologie



4 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratiegoniometris
he en 
y
lometris
he fun
ties, exponenti�ele en logaritmis
he fun
ties). Eentypis
h voorbeeld hiervan is de fun
tie f met voors
hrift f(x) = e�x2 . Deze fun
tie is
ontinu en heeft dus een primitieve. Niettegenstaande het ons
huldig voors
hrift vandeze fun
tie, is een primitieve ervan niet expli
iet neer te s
hrijven met een eindige
ombinatie van elementaire fun
ties.Voor de volledigheid geven we ook de meetkundige betekenis van een bepaalde integraal.Stelling 1.8Stel f een fun
tie die 
ontinu is in een interval [a; b ℄ dan isZ ba f(x) dx de geori�enteerde oppervlakte van het gebied tussen de gra�ek vanf , de x-as en de vertikale re
hten x = a en x = b.De geori�enteerde oppervlakte telt de oppervlakte van een gebied dat boven de x-asligt, positief en telt de oppervlakte van een gebied dat onder de x-as ligt, negatief.Dit wordt duidelijk in volgende �guur.
a bA B C Df
 d e

y
xZ ba f(x) dx = � oppA + oppB � oppC + oppD.Bijgevolg geldt ook:oppA + oppB + oppC + oppD = � Z 
a f(x) dx+Z d
 f(x) dx�Z ed f(x) dx+Z be f(x) dx.

Zomer
ursus WiskundeGroep Wetens
hap & Te
hnologie



2. Integratiete
hnieken: Basisintegralen en integratie door splitsing 5Om de oppervlakte tussen twee krommen te berekenen kan men het volgendeaantonen.Stel f en g twee fun
ties die 
ontinu zijn in een interval [a; 
 ℄ met gra�eken zoalsgegeven in volgende �guur. f ga b 
 x
y

De gear
eerde oppervlakte tussen de twee gra�eken van f en g wordt gegeven doorZ 
a jf(x)� g(x)j dx = Z ba (f(x)� g(x)) dx+ Z 
b (g(x)� f(x)) dx
De oppervlakte is dus de som van de integralen tussen twee opeenvolgende snijpuntenmet als integrand het voors
hrift van de bovenliggende kromme min die van deonderliggende kromme, ongea
ht of die krommen boven of onder de x-as liggen.2 Integratiete
hnieken: Basisintegralen en integratiedoor splitsingDe tabel van de afgeleiden van de elementaire fun
ties (zie pakket afgeleiden) levertons een aantal basisintegralen. We zullen vaak ingewikkelder fun
ties kunnen inte-greren door ze met spe
iale te
hnieken te herleiden naar een of meerdere van dezebasisintegralen.Zomer
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6 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratieRekenregels 2.1 (Basisintegralen)Z dx = x+ CZ xr dx = xr+1r + 1 + C; r 2 R; r 6= �1Z 1x dx = ln jxj+ CZ ax dx = axln a + CZ ex dx = ex + CZ sinx dx = � 
os x+ C

Z 
os x dx = sinx+ CZ 1
os2 x = tan x+ CZ 1sin2 x dx = � 
otx+ CZ 1p1� x2 dx = Bgsinx+ CZ 1p1� x2 dx = �Bg
os x+ CZ 11 + x2 dx = Bgtanx+ CDe afgeleide van het veelvoud van een fun
tie is het veelvoud van de de afgeleide vandie fun
tie.De afgeleide van de som van twee fun
ties is de som van de afgeleide van beide fun
ties.Voor integralen vertaalt dit zi
h dan in volgende stelling:Stelling 2.2 (Integratie door splitsing)Stel dat f en g twee integreerbare fun
ties zijn, a; b 2 R; dan isZ (af(x) + bg(x)) dx = a Z f(x) dx+ b Z g(x) dx:Deze stelling geldt ook voor bepaalde integralen. Dankzij deze stelling en de basis-integralen kunnen we al heel wat fun
ties integreren.Voorbeelden 2.31. Z (px+ 3x2 � 5) dx = Z x1=2 dx+ 3Z x2 dx� 5Z dx= x1=2+11=2 + 1 + 3x33 � 5x+ C= 2x3=23 + x3 � 5x+ C= 23xpx+ x3 � 5x+ C; C 2 R:Zomer
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3. Integratiete
hnieken: Substitutie 72. Z (2 x + 4p1� x2 ) dx = Z 2 x dx+ 4Z dxp1� x2= 2 xln 2 + 4 Bgsinx+ C; C 2 R:3 Integratiete
hnieken: SubstitutieDe kettingregel voor de afgeleide van samengestelde fun
ties geeft aanleiding tot vol-gende stelling voor integralen.Stelling 3.1 (Substitutieregel)Stel f een fun
tie met primitieve F zodatZ f(x) dx = F (x) + C; C 2 Ren g een a
eidbare fun
tie, dan isZ f(g(x)) � g0(x) dx = F (g(x)) + C; C 2 R:Voorbeeld 3.2Z ex2 2x dxHier kunnen de fun
ties f en g als volgt gede�nieerd worden f(y) = ey en g(x) = x2zodat f(g(x)) = f(x2) = ex2 . Een primitieve van f is de fun
tie F met F (y) = ey wantF 0(y) = ey = f(y).Dus isZ ex2 2x dx = Z f(g(x))g0(x) dx = F (g(x)) + C = ex2 + C; C 2 R:Om deze stelling vlotter hanteerbaar te maken zullen we de substitutieregel als volgtneers
hrijvenStellen we g(x) = t en g0(x)dx = dt, de substitutieregel wordt danZomer
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8 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie
Stelling 3.3 (Substitutieregel: eerste formele s
hrijfwijze)Stel f een fun
tie met primitieve F zodatZ f(x) dx = F (x) + C; C 2 Ren g een a
eidbare fun
tie, dan is met g(x) = t en g0(x) dx = dtZ f(g(x)) � g0(x) dx = Z f(t) dt = F (t) + C = F (g(x)) + C C 2 R:Voorbeelden 3.41. Z ex2 2x dxOplossingStel x2 = t; zodat 2x dx = dt dan isZ ex2 2x dx = Z et dt = et + C = ex2 + C; C 2 R:2. Z tan x dx = Z sinx
os x dxOplossingStel 
os x = t; zodat � sinx dx = dt of nog sinx dx = �dt dan isZ sinx
os x dx = Z �dtt = � ln jtj+ C = � ln j 
os xj+ C; C 2 R:3. Z 42x� 3 dxOplossingStel 2x� 3 = t; zodat 2 dx = dt dan isZ 42x� 3 dx = 2Z 2 dx2x� 3 = 2Z dtt = 2 ln jtj+C = 2 ln j2x�3j+C; C 2 R:Deze s
hrijfwijze is wel handig maar wel wat formeel. We hebben immers vroeger reedsopgemerkt dat uitdrukkingen als \dx" en \dt" afzonderlijk geen betekenis hebben. Debovenbes
hreven s
hrijfwijze is dus niets meer is dan een handigheidje om wat s
hrijf-werk te besparen bij de substitutieregel .Zomer
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3. Integratiete
hnieken: Substitutie 9Een andere, nog kortere maar nog formelere manier om de substitutieregel op te s
hrij-ven isStelling 3.5 (Substitutieregel: tweede formele s
hrijfwijze)Stel f een fun
tie met primitieve F zodatZ f(x) dx = F (x) + C; C 2 Ren g een a
eidbare fun
tie, dan is met g0(x) dx = dg(x)Z f(g(x)) � g0(x) dx = Z f(g(x))dg(x) = F (g(x)) + C C 2 R:
We hernemen vorige drie voorbeelden met deze s
hrijfwijze.Voorbeelden 3.61. Z ex2 2x dx = Z ex2 2x dx| {z }dx2 = Z ex2 dx2 = ex2 + C; C 2 R:

2. Z tan x dx = � Z d 
os xz }| {� sinx dx
os x = � Z d 
os x
os x = � ln j 
os xj+ C; C 2 R:3. Z 42x� 3 dx = 2Z d(2x�3)z }| {2 dx2x� 3 = 2Z d(2x� 3)2x� 3 = 2 ln j2x� 3j+ C; C 2 R:De \substitutie door de letter t"wordt niet meer expli
iet uitgevoerd maar gebeurt hiereerder \mentaal".Het voordeel van de tweede formele s
hrijfwijze is nog duidelijker als we de substi-tutieregel ops
hrijven voor bepaalde integralen. We bekijken eerst de eerste formeles
hrijfwijze.
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10 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie
Stelling 3.7 (Substitutieregel bepaalde integralen, eerste formele s
hrijfwijze)Stel f een fun
tie gede�nieerd op een open interval I en [a; b℄ � I en met primitieveF zodat Z f(x) dx = F (x) + C; C 2 Ren g een a
eidbare fun
tie,waarvoor g(a) = 
 en g(b) = d;dan is met g(x) = t en g0(x) dx = dtZ ba f(g(x)) � g0(x) dx = Z d
 f(t) dt = [F (t)℄d
 = F (d)� F (d):

Let op: door de substitutie moeten we hier de grenzen aanpassen!Voorbeelden 3.81. Z 2�1 ex2 x dxOplossingStel x2 = t; zodat 2x dx = dt,of nog x dx = dt2 :Als x = �1; dan is t = 1,als x = 2; dan is t = 4, zodatZ 2�1 ex2 x dx = Z 41 et dt2 = 12[ et℄41 = 12( e4 � e):2. Z 0�7 13p(1� x)2 dxOplossingStel 1� x = t; zodat � dx = dt, of nog dx = �dt.Als x = �7; dan is t = 8,als x = 0; dan is t = 1, zodatZ 0�7 13p(1� x)2 dx = � Z 18 t�2=3 dt = � �3t1=3�18 = �3 h 3pti18 = �3� 3p1� 3p8�= �3(1� 2) = 3:Zomer
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3. Integratiete
hnieken: Substitutie 11Stelling 3.9 (Substitutieregel bepaalde integralen, tweede formele s
hrijfwijze)Stel f een fun
tie gede�nieerd op een open interval I en [a; b℄ � I en met primitieveF zodat Z f(x) dx = F (x) + C; C 2 Ren g een a
eidbare fun
tie,Z ba f(g(x)) � g0(x) dx = Z ba f(g(x)) dg(x) = [F (g(x))℄ba = F (g(b))� F (g(a)):
Hier moeten de grenzen niet aangepast worden omdat de primitieve fun
tieF (g(x)) to
h in fun
tie van x uitgedrukt is.Voorbeelden 3.101. Z 2�1 ex2 x dx = 12 Z 2�1 ex22x dx = 12 Z 2�1 ex2 dx2 = 12 [ex2 ℄2�1 = 12 (e4 � e):2. Z 0�7 13p(1� x)2 dx = � Z 0�7(1� x)�2=3 d(1� x) = � �3(1� x)1=3�0�7= �3 � 3p1� x �0�7 = �3( 3p1� 3p8) = �3(1� 2) = 3:Wanneer en welke substitutie moet uitgevoerd worden is niet altijd even duidelijk. Hiergeldt de regel \oefening baart kunst." We geven to
h enkele tips.Toepassingen 3.111. Veelal dringt de substitutie zi
h op omdat in de integrand een fun
tie g(x) in hetoog springt samen met de onontbeerlijke uitdrukking g0(x) dx zonder dewelke desubstitutie niet tot een goed einde kan gebra
ht worden. Een duidelijk voorbeeldhiervan isZ 3 tan 2x5 
os2 2x dx = 310 Z tan 2x| {z }g(x) 2
os2 2x dx| {z }g0(x) dxStel tan 2x = t; zodat 1
os22x2 dx = dt of nog 1
os2 2x dx = dt2 zodatZ 3 tan 2x5 
os2 2x dx = 310 Z t dt = 310 t22 + C = 320 tan2 2x+ C; C 2 R:Zomer
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12 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie2. Als in de integrand een wortel voorkomt helpt het soms om wat onder de wortelstaat als nieuwe veranderlijke te nemen zoals inZ (x2 + 2)px� 2 dxOplossingStel x� 2 = t; zodat dx = dt zodat ook x2 + 2 = (t+ 2)2 + 2 = t2 + 4t+ 6dit geeftZ (x2 + 2)px� 2 dx = Z (t2 + 4t+ 6)t1=2 dt = Z t5=2 + 4t3=2 + 6t1=2 dt= 27 t7=2 + 85 t5=2 + 4t3=2 + C= 27 p(x� 2)7 + 85 p(x� 2)5 + 4 p(x� 2)3 + C;met C 2 R:3. In de vorige voorbeelden hebben we telkens (volgens de eerste formele s
hrijfwijze)t gelijkgesteld aan een fun
tie van x die in de integrand voorkwam. We kunnenook x gelijk stellen aan een fun
tie van t. Zo komt in volgende integraal (1� x2)voor, als we x = sin t stellen kunnen we de grondformule van de goniometrie ge-bruiken waardoor de integraal eenvoudiger wordt. Paragraaf 3.12.6 geeft in eentabel een overzi
ht van dit soort substituties.Z p1� x2 dxOplossingStel x = sin t en dx = 
os t dt dan isZ p1� x2 dx = Z p1� sin2 t 
os t dt = Z 
os2 t dt= Z 1 + 
os 2t2 dt = t2 + 14 Z 
os 2t d2t= t2 + 14 sin 2t+ C = t2 + 14 2 sin t 
os t+ C= t2 + 12 sin t p1� sin2 t+ C= Bgsinx2 + 12 x p1� x2 + C; C 2 R:Zomer
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3. Integratiete
hnieken: Substitutie 13We maakten hier gebruik van formules uit de goniometrie.
os t = p1� sin2 t ; 
os2 t = 1 + 
os 2t2 en sin 2t = 2 sin t 
os t:We veronderstelden dat de 
osinus positief is in het bes
houwde domein.We behandelen nu enkele veel gebruikte substituties.Bijzondere gevallen 3.121. Z dxa2 + x2 is door substitutie te herleiden tot de basisintegraalZ dt1 + t2 = Bgtan t+ C; C 2 R:OplossingZ dxa2 + x2 = Z dxa2(1 + (xa )2) = Z dxaa(1 + (xa )2) = 1a Bgtan xa + C; C 2 R:2. Z dxp x2 + q x+ r waarbij de dis
riminant van de noemer q2 � 4p r < 0,is door substitutie te herleiden tot de basisintegraalZ dt1 + t2 = Bgtan t+ C; C 2 R:Redu
eer de vorm p x2 + q x+ r met q2 � 4p r < 0 tot a(t2 + 1).We illustreren dit met een voorbeeld.Z dx4x� x2 � 8 ; de dis
riminant van de noemer is 16�4 � (�1) � (�8) = �16 < 0.Oplossing4x � x2 � 8 = �(x2 � 4x + 8) = �(x2 � 4x + 4 + 4) = �[(x � 2)2 + 4℄ =�4[�x� 22 �2 + 1℄Stel t = x� 22 ; zodat dt = dx2 ; dan isZ dx4x� x2 � 8 = �14 Z 2 dtt2 + 1 = �12 Z dtt2 + 1 = �12 Bgtan x� 22 + C:Zomer
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14 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie
3. Z dxpa2 � x2 (kies a > 0) is door substitutie te herleiden tot de basisintegraalZ dtp1� t2 = Bgsin t+ C; C 2 R:OplossingZ dxpa2 � x2 = Z dxap1� (xa )2 = Z dxap1� (xa )2 = Bgsin xa + C; C 2 R:4. Z dxpp x2 + q x+ r waarbij de dis
riminant q2 � 4p r > 0 en p < 0,is door substitutie te herleiden tot de basisintegraalZ dtp1� t2 = Bgsin t+ C; C 2 R:Redu
eer de vorm p x2 + q x+ r met q2 � 4p r > 0 en p < 0 tot a(1� t2):We illustreren dit met een voorbeeld.Z dxp6x� x2 � 5 ; de dis
riminant is 36�4�(�1)�(�5) = 16 > 0 en p = �1 < 0.Oplossing6x� x2 � 5 = �(x2 � 6x+ 5) = �(x2 � 6x+ 9� 4)= �[(x� 3)2 � 4℄ = 4� (x� 3)2 = 4[1� (x� 32 )2℄Stel t = x� 32 en dt = dx2 ; dan isZ dxp6x� x2 � 5 = Z 2dtp4(1� t2) = 22 Z dtp1� t2 = Bgsin x� 32 + C;met C 2 R:5. Z dxpx2 + a is door de substitutie t = x+px2 + aZomer
ursus WiskundeGroep Wetens
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3. Integratiete
hnieken: Substitutie 15te herleiden tot de basisintegraalZ dtt = ln jtj+ C; C 2 R:OplossingStel t = x+px2 + a; zodat dt = (1 + xpx2 + a) dxof nog px2 + a+ xpx2 + a dx = dten dus tpx2 + a dx = dt zodat dxpx2 + a = dtt .Dit geeft Z dxpx2 + a = Z dtt = ln j tj+ C = ln j x+px2 + aj+ C; C 2 R:Voor de volledigheid, maar louter ter informatie geven we hier een lijst van go-niometris
he substituties die algemeen kunnen werken wanneer de integrand eenrationale fun
tie is waarin x en een wortelvormpp x2 + q x+ r voorkomen. Dezesubstituties geven dus niet noodzakelijk de snelste oplossingsmethode. Hierbovenhebben we enkele andere substituties voorgesteld maar die dan enkel werken voorzeer spe
i�eke vormen van de integrand.6. In integralen waarvan de integrand een rationale fun
tie is waarin x en eenwortelvorm pp x2 + q x+ r voorkomen volgen we volgende werkwijze.(a) Redu
eer de wortelvorm pp x2 + q x+ r totpa2 � t2 als p < 0 en q2 � 4p r > 0pt2 � a2 als p > 0 en q2 � 4p r > 0pt2 + a2 als q2 � 4p r < 0 (dan moet p > 0)(b) Doe de gepaste substitutiewortelvorm substitutiepa2 � t2 t = a sin �pt2 � a2 t = asin �pt2 + a2 t = a tan �In alle gevallen vinden we na substitutie een rationale integrand in 
os � ensin �.Zomer
ursus WiskundeGroep Wetens
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16 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratieWe gaan hier in dit remedi�eringspakket niet dieper op in en geven daarom ookgeen voorbeelden ter illustratie.,! Maak nu oefening 1 van paragraaf 5.4 Integratiete
hnieken: Parti�ele integratie (P.I.)We weten al dat de integraal van de som van fun
ties de som van de integralen is, helaasgeldt dit niet voor het produ
t. Hoe lossen we een integraal van de vorm R f(x)g(x)dxop als substitutie niet werkt?De produ
tregel voor afgeleiden levert een stelling voor integralen.Stelling 4.1 (Parti�ele integratie)Zij u; v a
eidbare fun
ties, dan isZ u(x)v0(x) dx P:I:= u(x)v(x)� Z u0(x)v(x) dxHet tweede lid bestaat uit twee termen waarvan enkel de eerste geen integraal meerbevat, men spreekt van \gedeeltelijke" of \parti�ele" integratie.Voorbeelden 4.21. Z xex dxOplossingStel u(x) = x zodat u0(x) = 1 en stel v0(x) = ex; dan kunnen we v(x) = exnemen. (Eigenlijk kan ook v(x) = ex + C met C 2 R, maar vermits we sle
hts�e�en primitieve nodig hebben zullen we steeds C = 0 kiezen).Parti�ele integratie geeft danZ xex dx P:I:= xex � Z ex dx = xex � ex + C; C 2 R.2. Z 9x2 lnx dxOplossingStel u(x) = lnx zodat u0(x) = 1=x en stel v0(x) = 9x2; dan kunnen we v(x) = 3x3nemen. Parti�ele integratie geeft danZ 9x2 lnx dx P:I:= 3x3 lnx� Z 3x3x dx = 3x3 lnx� x3 + C; C 2 R:Zomer
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4. Integratiete
hnieken: Parti�ele integratie (P.I.) 17Opmerking 4.3Stel dat we in het eerste voorbeeld Z xex dx een andere keuze hadden gemaakt vooru en v.Stel bijvoorbeeld u(x) = ex; zodat u0(x) = ex en stel v0(x) = x; zodat v(x) = x22 .Dan geeft parti�ele integratieZ xex dx P:I:= exx22 � 12 Z x2ex dx:In de tweede integraal is de ma
ht van x verhoogd van 1 naar 2 i.p.v. x in de eersteintegraal bekomen we een x2 in de tweede integraal. Zo wordt de nieuwe integraal dusingewikkelder dan de oorspronkelijke. Het is dus belangrijk een goede keuze te makenvoor u en v.Ook voor parti�ele integratie betaat een formele, kortere manier van noteren.Stelling 4.4 (Parti�ele integratie, formele notatie)Zij u; v a
eidbare fun
ties, dan isZ u(x) dv(x) P:I:= u(x)v(x)� Z v(x) du(x)of nog korter en nog formelerZ u dv P:I:= u v � Z v du:
Voorbeelden 4.51. Z x sin x dx = Z x|{z}u d (� 
osx)| {z }dvP:I:= x (� 
os x)| {z }u v � Z (� 
os x)| {z }v dx|{z}du= �x 
os x+ Z 
os x dx= �x 
os x+ sinx+ C; C 2 R:Zomer
ursus WiskundeGroep Wetens
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hnologie



18 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie2. Z xe2x dx = 12 Z x|{z}u de2x|{z}dvP:I:= 12(xe2x|{z}u v � Z e2x|{z}v dx|{z}du )= 12xe2x � 14 Z e2x d2x= 12xe2x � 14e2x + C; C 2 R:Om de laatste integraal uit te rekenen werd een substitutie toegepast.
Toepassingen 4.61. Parti�ele integratie wordt gebruikt als de integrand geen onmiddellijke integratietoelaat, zoals in volgend voorbeeld.Z lnx|{z}u dx|{z}dv P:I:= x lnx| {z }v u � R x|{z}v d lnx| {z }du = x lnx� Z xx dx= x lnx� Z dx = x lnx� x+ C; C 2 R:2. Parti�ele integratie wordt gebruikt voor integratie van een produ
t van twee fun
-ties, op voorwaarde dat de nieuwe integraal eenvoudiger wordt (bv. een ma
htdoen dalen). Eventueel moet men herhaalde malen partieel integreren.Z (2x2 � 4x)e2x dx P:I:= R (x2 � 2x) de2x= (x2 � 2x)e2x � Z e2x(2x� 2) dx= (x2 � 2x) e2x � Z (x� 1) de2xP:I:= (x2 � 2x) e2x � �(x� 1) e2x � Z e2x dx�= (x2 � 2x) e2x � (x� 1) e2x + 12 e2x + C= (x2 � 2x� x+ 1 + 12) e2x + C= (x2 � 3x+ 32) e2x + C; C 2 R:3. Soms krijgt men na (herhaald) partieel integreren opnieuw de gevraagde integraalterug. In zo'n geval past men volgende te
hniek toe.Zomer
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4. Integratiete
hnieken: Parti�ele integratie (P.I.) 19I = Z sinx ex dx = � R ex d 
os xP:I:= �ex 
os x+ Z 
os xdex= �ex 
os x+ Z ex 
os x dx= �ex 
os x+ Z ex d sinxP:I:= �ex 
os x+ ex sinx� Z sinx dex= �ex 
os x+ ex sinx� Z sinx ex dx| {z }IBrengt men de term I naar het eerste lid, dan bekomt men2 I = ex (sinx� 
os x) +D; D 2 RDus I = 12 ex (sinx� 
os x) + C; C 2 R; (men stelt C = D=2):Opmerking 4.7Het is miss
hien goed even op te merken dat, als er bij het oplossen van integralen eenoplossingsmethode is, deze niet noodzakelijk uniek is. Zo kan men vele integralen opvers
hillende manieren oplossen. We illustreren dit hier door voorbeeld 3 uit toepassing3.11 die daar met een substitutie werd opgelost, nu op te lossen met parti�ele integratie.Z p1� x2 dx P:I:= x p1� x2 � Z x (�2x)2p1� x2 dx= x p1� x2 � Z �x2p1� x2 dx= x p1� x2 � Z 1� x2 � 1p1� x2 dx in teller 1 optellen en aftrekken= x p1� x2 � Z 1� x2p1� x2 dx+ Z dxp1� x2 splitsing= x p1� x2 � Z p1� x2 dx+ Bgsinx+D; met D 2 R:In het tweede lid vers
hijnt opnieuw de gevraagde integraal, brengen we deze naarhet eerste lid, dan krijgen we2Z p1� x2 dx = x p1� x2 + Bgsinx+D; met D 2 R:Zomer
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20 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratieZodatZ p1� x2 dx = 12 x p1� x2 + 12 Bgsinx+ C; met C 2 R (C = D=2):Stelling 4.8 (Parti�ele integratie voor bepaalde integralen, formele notatie)Stel u; v fun
ties gede�nieerd op een open interval I en [a; b℄ � I;dan is Z ba u(x) dv(x) P:I:= [ u(x)v(x) ℄ba � Z ba v(x) du(x)of nog korter en nog formelerZ ba u dv P:I:= [ u v ℄ba � Z ba v du:Voorbeeld 4.9Z e1 lnx x dx = Z e1 lnx dx22P:I:= �lnxx22 �e1 � Z e1 1x x22 dx= �lnxx22 �e1 � Z e1 x2 dx= �lnxx22 �e1 � �x24 �e1= ln ee22 � ln 112 � (e24 � 14)= e22 � e24 + 14= e24 + 14
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5. Oefeningen 215 Oefeningen1. Bereken volgende primitieven via een ges
hikte substitutie.(a) Z xx2 + 4 dx(b) Z 
os 2x sin3 2x dx(
) Z x dxx4 + 2x2 + 2(d) Z dtp4t� t2 � 3
(e) Z (3x+ 5)p3x+ 4 dx(f) Z dtpt2 + 3 dt(g) Z dxx2 � 2x+ 5(h) Z sinx 
os x2� 
os x dx2. Bereken volgende primitieven via parti�ele integratie.(a) Z Bgtanx dx(b) Z (3x+ x2)ex dx(
) Z lnpx dx
(d) Z Bgsin � d�(e) Z ex 
os 3x dx(f) Z ln tt2 dt
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22 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie3. Bereken volgende primitieven.(a) Z 4x2 � 4x+ 4 dx(b) Z dxx2 � 4x+ 7(
) Z x2 + x+ 1x2 + 1 dx(d) Z 3x+ 3x2 + 2x+ 1 dx(e) Z 2x2 + 32x2 + 1 dx(f) Z lnx dxx lnx� x(g) Z ex dx1 + e2x(h) Z xBgtan x dx(i) Z 152x dx(j) Z x3ex2 dx

(k) Z e�x 
os 3x dx(l) Z (lnx)3 dx(m) Z sin(lnx) dx(n) Z dxex + e�x(o) Z sinx1 + 
os x dx(p) Z x(1 + x)3=2 dx(q) Z ex5(ex � 1) dx(r) Z 3x(x2 � 1)3=2 dx(s) Z e�2t sin t dt
4. Bereken volgende integralen.(a) Z e1 lnx dx(b) Z 40 dx1 +px(
) Z �=20 sin2 � 
os � d�

(d) Z 10 x3e�x2 dx(e) Z 10 x(4 + x2)2 dx(f) Z 20 2x+ 1px+ 1 dx5. Bereken volgende primitieven.(a) Z dx(x2 � 4x+ 5)3=2(b) Z x(5� 4x� x2)3=2 dxZomer
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6. Oplossingen 23(
) Z dx(x� 1)2px2 � 2x� 8(d) Z xpx2 � 6x+ 10 dx6 Oplossingen1. Oplossingen oefening 1.(a) 12 ln(x2 + 4) + C; C 2 R:(b) 18 sin4 2x+ C; C 2 R:(
) 12 Bgtan (x2 + 1) + C; C 2 R:(d) Bgsin (t� 2) + C; C 2 R:(e) 215 p(3x+ 4)5 + 29 p(3x+ 4)3 + C; C 2 R:(f) ln j t+pt2 + 3 j+ C; C 2 R:(g) 12 Bgtan x� 12 + C; C 2 R:(h) 
os x+ ln(2� 
os x)2 + C; C 2 R:2. Oplossingen oefening 2.(a) x Bgtanx+ 12 ln(1 + x2) + C; C 2 R:(b) (x2 + x� 1) ex + C; C 2 R:(
) x lnpx� 12 x+ C; C 2 R:(d) � Bgsin � +p1� �2 + C; C 2 R:(e) ex10 (
os 3x+ 3 sin 3x) + C; C 2 R:(f) � ln tt � 1t + C; C 2 R:3. Oplossingen oefening 3.(a) �4x� 2 + C; C 2 R:(b) 1p3Bgtan x� 2p3 + C; C 2 R:Zomer
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24 Integratiete
hnieken: substitutie en parti�ele integratie(
) x+ 12 ln(x2 + 1) + C; C 2 R:(d) 3 ln jx+ 1j+ C; C 2 R(e) x+p2Bgtan (p2x) + C; C 2 R:(f) ln jx lnx� xj+ C; C 2 R:(g) Bgtan (ex) + C; C 2 R(h) 12x2Bgtanx� 12x+ 12Bgtanx+ C; C 2 R:(i) �12 ln 5 52x + C; C 2 R:(j) 12(x2 � 1)ex2 + C; C 2 R:(k) � 110e�x 
os 3x+ 310e�x sin 3x+ C; C 2 R:(l) x(lnx)3 � 3x(lnx)2 + 6x lnx� 6x+ C; C 2 R:(m) 12x sin(lnx)� 12x 
os(lnx) + C; C 2 R:(n) Bgtan (ex) + C; C 2 R:(o) � ln(1 + 
os x) + C = ln(1 + tan2 x2 ) + C; C 2 R:(p) 2p(1 + x)5�1 + x7 � 15�+ C; C 2 R:(q) 15 ln jex � 1j+ C; C 2 R:(r) � 3px2 � 1 + C; C 2 R:(s) �15e�2t(2 sin t+ 
os t) + C; C 2 R:4. Oplossingen oefening 4.(a) Z e1 lnx dx = 1.(b) Z 40 dx1 +px = 4� ln 9.(
) Z �=20 sin2 � 
os x d� = 1=3.(d) Z 10 x3e�x2 dx = 12 � 1e(e) Z 10 x(4 + x2)2 dx = 140Zomer
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6. Oplossingen 25(f) Z 20 2x+ 1px+ 1 dx = 6p3 + 235. Oplossingen oefening 5.(a) Z dx(x2 � 4x+ 5)3=2 = x� 2px2 � 4x+ 5 + C; C 2 R:(b) Z x(5� 4x� x2)3=2 dx = 1p5� 4x� x2 � 29 x+ 2p5� 4x� x2 + C; C 2 R:(
) Z dx(x� 1)2px2 � 2x� 8 = 19(x� 1)px2 � 2x� 8 + C; C 2 R:(d)Z xdxpx2 � 6x+ 10 =px2 � 6x+ 10+3 ln ���x� 3 +px2 � 6x+ 10���+C; C 2 R:
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