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Inleiding

In deze module wordt zeer kort de definitie van onbepaalde integralen herhaald evenals
het verband tussen bepaalde en onbepaalde integralen. Het is geenszins de bedoeling
hier diep op in te gaan.

Wel willen we de basisprincipes van de eenvoudigste integratietechnieken overlopen.
We bekijken de splitsing van integralen, de substitutie en de partiéle integratie.

Voor een uitgebreide behandeling van de betekenis van onbepaalde en bepaalde inte-
gralen en voor andere integratietechnieken verwijzen we naar de handboeken uit het
secundair onderwijs.
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1 Primitieve functies, bepaalde en onbepaalde in-
tegralen

Definitie 1.1 (Primitieve functie)
Zij f een functie met domein I dan is een functie F' een primiticve functie van f als

F'(z) = f(z)  voorallex € I.

Definitie 1.2 (Onbepaalde integraal)
De onbepaalde integraal van f is de verzameling van alle primitieve functies van
f, en wordt traditioneel genoteerd als

[ ta) s

of ook (bij gebruik van een andere variabele)

JECKE

f(z) (of f(t)) wordt de integrand genoemd,

x (of t) de integratievariabele,

dx (of dt), is een symbool zonder “echte betekenis”. Het geeft enkel aan wat de
naam is van de gebruikte variabele. (Dit is vooral belangrijk als er ook parameters
voorkomen in de integrand.)

Stelling 1.3

Als f een functie is gedefinieerd op een open interval'l en

F is één primitieve functie van f,

dan is elke primitieve functie van f van de vorm F + C met C' € R.
Traditioneel noteert men dit als

/f(x) o= F(z)+C, CEeR,

C noemt men de integratieconstante.

T kan zowel een oneindig open interval zijn zoals R, | — 0o,a[ of ]a,+oo[, als een eindig open
interval ]a, b[ (a,b € R).
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1. PRIMITIEVE FUNCTIES, BEPAALDE EN ONBEPAALDE INTEGRALEN 3

Het vinden van de primitieven noemt men het “primitiveren”van f, informeel spreekt
men ook van “integreren” van f. Zo noemt men functies waarvoor een primitieve func-
tie bestaat “integreerbaar”.

Vermits primitiveren het inverse is van afleiden, is het niet verwonderlijk dat de be-
langrijke rekenregels voor de afgeleide (somregel, productregel, kettingregel...) hun
“vertaling” zullen hebben voor het primitiveren. In volgende paragrafen gaan we hier
verder op in.

Opmerking 1.4

Men kan aantonen dat vorige stelling 1.3 niet geldt als het domein geen open interval is
(zoals bijvoorbeeld Ry ). Voortaan zullen we voor elke functie die we integreren telkens
veronderstellen dat ze een open interval als domein heeft zonder dit telkens expliciet
te vermelden.

Voorbeelden 1.5
2
1./xda::%+0, C eR.

2. /cosa:da::sinx—i-C’, CeR

1
3. | —— —Bgsinz+C, CecR
/\/1—x2 &

Stelling 1.6 (Verband tussen bepaalde en onbepaalde integralen)
Stel f een functie gedefinieerd op een open interval I en [a,b] C I en F' een primi-
tieve functie van f zodat

/f(x) o= F(z)+C, CEeR,
dan is

/ f(x)de = F(b) - F(a)

— [F(x)]z eerste notatie
|

tweede notatie.

Opmerking 1.7

Men kan aantonen dat continue functies steeds een primitieve zullen hebben. Maar
men kan ook aantonen dat er geen algoritme bestaat om expliciet die primitieve te
vinden. In sommige gevallen kan men ook aantonen dat de primitieven niet expliciet
kunnen uitgedrukt worden met behulp van de bewerkingen en samenstelling van func-
ties in termen van de elementaire functies (dit zijn veeltermfuncties, worteltrekkingen,
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4 INTEGRATIETECHNIEKEN: SUBSTITUTIE EN PARTIELE INTEGRATIE

goniometrische en cyclometrische functies, exponentiéle en logaritmische functies). Een
typisch voorbeeld hiervan is de functie f met voorschrift f(z) = e *". Deze functie is
continu en heeft dus een primitieve. Niettegenstaande het onschuldig voorschrift van
deze functie, is een primitieve ervan niet expliciet neer te schrijven met een eindige
combinatie van elementaire functies.

Voor de volledigheid geven we ook de meetkundige betekenis van een bepaalde integraal.

Stelling 1.8
Stel f een functie die continu is in een interval [a,b] dan is

/ f(z) dx de georiénteerde oppervlakte van het gebied tussen de grafiek van

f, de xz-as en de vertikale rechten x = a en © = b.
De georiénteerde opperviakte telt de opperviakte van een gebied dat boven de x-as
ligt, positief en telt de opperviakte van een gebied dat onder de x-as ligt, negatief.

Dit wordt duidelijk in volgende figuur.

y A

b
/ f(z) dz = — opp A + opp B — oppC' + opp D.

Bijgevolg geldt ook:

c d e b
oppA+oppB+oppC+0ppD:—/f(:z:) d:v—l—/f(x) dx—/df(a:) daH—/f(x) dx
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2. INTEGRATIETECHNIEKEN: BASISINTEGRALEN EN INTEGRATIE DOOR SPLITSING )

Om de oppervlakte tussen twee krommen te berekenen kan men het volgende
aantonen.

Stel f en g twee functies die continu zijn in een interval [a,c] met grafieken zoals
gegeven in volgende figuur.

Y

De gearceerde oppervlakte tussen de twee grafieken van f en g wordt gegeven door
b

[ 1) = g@lde = [ (7)) do+ [ (96~ rle) da

De oppervlakte is dus de som van de integralen tussen twee opeenvolgende snijpunten
met als integrand het voorschrift van de bovenliggende kromme min die van de
onderliggende kromme, ongeacht of die krommen boven of onder de z-as liggen.

2 Integratietechnieken: Basisintegralen en integratie
door splitsing

De tabel van de afgeleiden van de elementaire functies (zie pakket afgeleiden) levert
ons een aantal basisintegralen. We zullen vaak ingewikkelder functies kunnen inte-
greren door ze met speciale technieken te herleiden naar een of meerdere van deze
basisintegralen.
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6 INTEGRATIETECHNIEKEN: SUBSTITUTIE EN PARTIELE INTEGRATIE

Rekenregels 2.1 (Basisintegralen)

de=x2+C

/cosx der =sinx +C

ZIZ‘T—H

r+1

"dr = +C, reR,r#-1

8

=tanx +C

/ 1
cos? ¢

1
/ 5— dr = —cotx +C

sin” x

dr = Bgsinz + C

=

de =1Inlz|+C
a® dx = “ +C
Ina
e*dr=¢e"+C
sinz dv = —cosz + C

[ [ [ — | —
SHR

= —Bgcosx + C'

1
— dx
/\/l—w2

1
/1+$2 dr = Bgtanx + C'

De afgeleide van het veelvoud van een functie is het veelvoud van de de afgeleide van

die functie.

De afgeleide van de som van twee functies is de som van de afgeleide van beide functies.
Voor integralen vertaalt dit zich dan in volgende stelling:

Stelling 2.2 (Integratie door splitsing)
Stel dat [ en g twee integreerbare functies zign, a,b € R, dan s

/mﬂ@+wm@ymza/f@ym+b/g@ym

Deze stelling geldt ook voor bepaalde integralen. Dankzij deze stelling en de basis-

integralen kunnen we al heel wat functies integreren.

/$1/2d1‘+3/1‘2d$—5/ dx

Voorbeelden 2.3
1. /(\/5—1—3332—5) dx

/241

2:173/2

21"

— =5 +C

= 3 +a2* —5r+C

2
= 5:1:\/5+:E3—5x+0, C eR.
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4 dx
2. 274+ ——— N dxr = /2$d$+4/—
/( \/1—962) V1— 2?2

2$
= + 4 Bgsinz + C, CeR.
In2

3 Integratietechnieken: Substitutie

De kettingregel voor de afgeleide van samengestelde functies geeft aanleiding tot vol-
gende stelling voor integralen.

Stelling 3.1 (Substitutieregel)
Stel f een functie met primitieve F' zodat

/f(a:)da::F(x)—l—C, CeR
en g een afleidbare functie, dan is

/f(g(w)) - ¢'(z) dz = F(g(z)) + C, C eR.

Voorbeeld 3.2

/e:’?2 27 dx

Hier kunnen de functies f en g als volgt gedefinieerd worden f(y) = ¢¥ en g(z) = z?
zodat f(g(z)) = f(2®) = €*’. Een primitieve van f is de functie F met F/(y) = e want

F'(y) =e" = f(y).
Dus is

/e$2 2z dx = /f(g(x))g'(:zc) de = F(g(z)) + C = e +C, C eR.

Om deze stelling vlotter hanteerbaar te maken zullen we de substitutieregel als volgt
neerschrijven

Stellen we g(z) =t en ¢'(x)dx = dt, de substitutieregel wordt dan
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Stelling 3.3 (Substitutieregel: eerste formele schrijfwijze)
Stel f een functie met primitieve F' zodat

/f(x) dr=F(z)+C, CeR
en g een afleidbare functie, dan is met g(x) =1t en ¢'(x) do = dt

/f(g(x))-g'(x) d:vz/f(t) dt =F(t)+ C = F(g(x))+ C C eR.

Voorbeelden 3.4

1. /e‘ﬁ”“2 2x dx

Oplossing
Stel 22 = t, zodat 2z dx = dt dan is

/exZ2xdx:/etdt:et+C’:e“’2+C’, C eR.

2. /tanx dx:/smx dx
CcoS T

Oplossing
Stel cosx = t, zodat —sinz dx = dt of nog sinx dxr = —dt dan is

COS ™

4
3. d
/2x—3 v

Oplossing
Stel 2o — 3 = t, zodat 2 dv = dt dan is

/smx dx:/—%:—ln|t|+(]:—ln|cosx|+0, CeR

4 2dx dt
=2 =2 | —=2Inlt|+C =2In|2x-3|+ R.
/2 3dx /2 3 /t n|t|+C n |2x—3|+C, C e

Deze schrijfwijze is wel handig maar wel wat formeel. We hebben immers vroeger reeds
opgemerkt dat uitdrukkingen als “dx” en “dt” afzonderlijk geen betekenis hebben. De
bovenbeschreven schrijfwijze is dus niets meer is dan een handigheidje om wat schrijf-
werk te besparen bij de substitutieregel .
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Een andere, nog kortere maar nog formelere manier om de substitutieregel op te schrij-
ven is

Stelling 3.5 (Substitutieregel: tweede formele schrijfwijze)
Stel f een functie met primitieve F' zodat

/f(x) dr=F(z)+C, CeR
en g een afleidbare functie, dan is met g'(x) dx = dg(z)

/f(g(af)) -g'(v) dov = /f(g(:r))dg(:c) =F(g(z))+C CeR.

We hernemen vorige drie voorbeelden met deze schrijfwijze.
Voorbeelden 3.6
1./e$22xdx:/ez22xdw:/e$2daczze‘”2+0, C eR.
2
dz*

dcosz

inz d d
2./tanxdx:—/wz—/ COsmz—ln|cos:v|—|—C', CeR.

COS ™ COS T

d(2z—-3)

4 2.d d(2z — 3)
X T —
3 /2x—3d$ /2$_3 /235_3 n|2z — 3|+ C, Ce

De “substitutie door de letter ¢” wordt niet meer expliciet uitgevoerd maar gebeurt hier
eerder “mentaal”.

Het voordeel van de tweede formele schrijfwijze is nog duidelijker als we de substi-
tutieregel opschrijven voor bepaalde integralen. We bekijken eerst de eerste formele
schrijfwijze.
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Stelling 3.7 (Substitutieregel bepaalde integralen, eerste formele schrijfwijze
Stel f een functie gedefinieerd op een open interval I en [a,b] C I en met primitieve
F zodat

/f(x)da::F(x)+C, CeR

en g een afleidbare functie,waarvoor g(a) = ¢ en g(b) = d,
dan is met g(x) =t en ¢'(z) de = dt

/ fg(@)) - g'(x) do = / f(t) dt = [F(1)]e = F(d) — F(d).

Let op: door de substitutie moeten we hier de grenzen aanpassen!

Voorbeelden 3.8

2 2
1./ e’ zdx
1

Oplossing di
Stel 22 = t, zodat 2z dx = dt,of nog = dox = 5

Alsz=-1,danist =1,
als x = 2, dan is t = 4, zodat

2 4
: dt 1 1
/_lexzxdx:/letgzi[et]‘fzi(&—e).

Oplossing

Stel 1 — x = t, zodat — dx = dt, of nog dx = —dt.
Alsx = —-7,danis t =8,

als x =0, dan is t = 1, zodat

/oe/ﬁdx _ _/lt_Q/?’dt:—[3151/3];:_3[%]1_

= -3(1-2) =3
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Stelling 3.9 (Substitutieregel bepaalde integralen, tweede formele schrijfwijze
Stel f een functie gedefinieerd op een open interval I en [a,b] C I en met primitieve
F zodat

/f(x) de=F(z)+C, CEeR

en g een afleidbare functie,

/ fg(x)) - ¢'(z) dx =/ Fg(x)) dg(x) = [F(g(x))]a = F(g(b)) — F(g(a)).

Hier moeten de grenzen niet aangepast worden omdat de primitieve functie
F(g(z)) toch in functie van x uitgedrukt is.

Voorbeelden 3.10

2 1 [? - L[ 2y 1.y 1,
1./exxdx:—/ e$2xd:v:—/ e drt==[e"]7, == (" —e).
_ 2 2 ) 2 2

1 -1 1

(1—a)™Bd(1—2) = - [3(1 — )"/,

2. /Oe/ﬁcm = —/0
= 3[VT-=z]. =-3(V1-V8)=-31-2) =3

Wanneer en welke substitutie moet uitgevoerd worden is niet altijd even duidelijk. Hier
geldt de regel “oefening baart kunst.” We geven toch enkele tips.

Toepassingen 3.11
1. Veelal dringt de substitutie zich op omdat in de integrand een functie g(z) in het
oog springt samen met de onontbeerlijke uitdrukking ¢'(z) da zonder dewelke de
substitutie niet tot een goed einde kan gebracht worden. Een duidelijk voorbeeld

hiervan is
3tan 2 3 2
/ﬂdw:— tan 2z dzx
5cos? 2z 10 | >~~~ cos? 2z
g(z) N———
g'(z) dv
dt
Stel tan 2z = t, zodat 2 dx = dt of nog dr = — zodat
cos?2x cos? 2z 2

3tan 2z 3 3 t? 3
" dr=-— [ tdt=— —+C = —tan??2 C C eR.
/5cos2 2z * 10/ + 20 e <
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2. Als in de integrand een wortel voorkomt helpt het soms om wat onder de wortel
staat als nieuwe veranderlijke te nemen zoals in

/ (% + VT =3 do

Oplossing
Stel z — 2 = ¢, zodat dz = dt zodat ook 2? +2 = (t+2)? +2 =1+ 4t + 6
dit geeft

/(x2 +2Vr —2dz = /(t2 + 4t +6)t"? dt = /t5/2 + 4637 + 612 dt

= % 7% 4 g 2 43 4 ©

= 2E 4 e Va4

met C € R.

3. In de vorige voorbeelden hebben we telkens (volgens de eerste formele schrijfwijze)
t gelijkgesteld aan een functie van x die in de integrand voorkwam. We kunnen
ook x gelijk stellen aan een functie van ¢. Zo komt in volgende integraal (1 — z?)
voor, als we x = sint stellen kunnen we de grondformule van de goniometrie ge-
bruiken waardoor de integraal eenvoudiger wordt. Paragraaf 3.12.6 geeft in een
tabel een overzicht van dit soort substituties.

/de

Oplossing
Stel £ = sint en dx = cost dt dan is

/\/1—332 dr = /\/1—sin2tcostdt:/c082tdt

1 2t t
= /idtzﬁ—k /Cos2td2t

2
t 1 t 1
= — 4= sin2t+C:—+123intcost+C

| =

2 4 2
t 1 5

= §—|—§ sint 1—Sin2t—|—C
Bgsinx

1
= 5 +§x\/1—x2+0, C eR.

ZOMERCURSUS WISKUNDE
GROEP WETENSCHAP & TECHNOLOGIE




3. INTEGRATIETECHNIEKEN: SUBSTITUTIE 13

We maakten hier gebruik van formules uit de goniometrie.

1+ cos2t

cost =1 —sin?t , cos’t = ———" en sin 2t = 2sintcost.

2

We veronderstelden dat de cosinus positief is in het beschouwde domein.

We behandelen nu enkele veel gebruikte substituties.

Bijzondere gevallen 3.12

dz
1. / ——— is door substitutie te herleiden tot de basisintegraal
a? + x?

dt
/1+t2:Bgtant+C, CeR

Oplossing

dx dx dx 1 T
/a2+332 /a2(1+(§)2) /a(1+(§)2) g ostan o <

dx
2. / ————— waarbij de discriminant van de noemer @ —4dpr <0,
pre+qr—+r

is door substitutie te herleiden tot de basisintegraal

dt
/1+t2:Bgtant+C’, C el

Reduceer de vorm px* +qx +71r met ¢> —4pr <0 tot a(t* +1).
We illustreren dit met een voorbeeld.

d
/ —x8, de discriminant van de noemer is 16 —4-(=1)-(=8) = =16 < 0.

4y — 2?2 —
Oplossing
dr — 2 =8 = —(2? —dx+8) = —(2* —4dv +4+4) = —[(z —2)* +4] =
z—2\?
—4 1
(557) +u
xr — dx )
Stel t = , zodat dtz;, dan is

/ dx 1/2dt 1/ dt lBt 3:—2+C
——=-—~- [ ——=—-—=- | —— = —= Bgtan :
lr—22-8 4]/ er+1 2 ) eyx1 278 2
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(kies a > 0) is door substitutie te herleiden tot de basisintegraal

3/dx
Ve

dt
= = Bgsint + C, C el

F=

Oplossing

:Bgsin§+C’, C eR.
a

/vd—f:/wd—ﬁ:/wiﬁ

dx
4. / waarbij de discriminant ¢ —4pr > 0 en p <0,
Vpri+qx+r

is door substitutie te herleiden tot de basisintegraal

dt
/ﬂ:Bgsint—l—C, C eR

Reduceer de vorm px® +qx +71 met ¢> —4pr >0 enp <0 tot a(l —t?).
We illustreren dit met een voorbeeld.

de discriminant is 36—4-(—=1)-(=5)=16>0enp=—-1<0.

/ dx
V6r — 22 -5

Oplossing
6r—a°—5 = —(x?2—6x+5)=—(2>—6x+9—4)
2 2 T =3
= —l@=3)"-4=4-(2-3)" =41~ (—-)]
Stelt:x_ endtzg,danis

/ dzx _/ 2dt _g/ dt _ pin®=3 o
V6x — 22 — 5 VAl —-t2) 2 ) V1-# & 2 ’

met C' € R.

is door de substitutie t =z + V22 + a

5 / dx
' Vi +a

ZOMERCURSUS WISKUNDE
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te herleiden tot de basisintegraal

dt
/7:1n|t]+0, CeR

Oplossing
Stel t = x + V22 4+ a, zodat dt = (1 + ——) dx
( \/x2+a)
ofnog YU ET gy
nog ——— " dy =
& Vit+a
t dx dt
en dus ——— dzx = dt zodat ——— = —
vVri+a VIiZ+a t

dx dt
Dit eeft/—:/—:lnt+C:ln r+vVat+al+C, CeR.
seelt [ == [T =ml4 |+ Va4l

Voor de volledigheid, maar louter ter informatie geven we hier een lijst van go-
niometrische substituties die algemeen kunnen werken wanneer de integrand een
rationale functie is waarin z en een wortelvorm /p 22 + ¢ x + r voorkomen. Deze
substituties geven dus niet noodzakelijk de snelste oplossingsmethode. Hierboven
hebben we enkele andere substituties voorgesteld maar die dan enkel werken voor
zeer specifieke vormen van de integrand.

6. In integralen waarvan de integrand een rationale functie is waarin x en een

wortelvorm /p x? + q & + r voorkomen volgen we volgende werkwijze.

(a) Reduceer de wortelvorm +/pz? + qx + r tot

Vva? —t2 alsp<Oenq¢g?—4pr >0

12 — a? alsp>0enq¢®—4pr >0

V2 +a? als ¢ — 4dpr < 0 (dan moet p > 0)
(b) Doe de gepaste substitutie

wortelvorm | substitutie
Va2 — 12 t =asinf
a
t2 — a2 t=
sin 0
V2 + a? t=atan@

In alle gevallen vinden we na substitutie een rationale integrand in cos en
sin 6.
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16 INTEGRATIETECHNIEKEN: SUBSTITUTIE EN PARTIELE INTEGRATIE

We gaan hier in dit remediéringspakket niet dieper op in en geven daarom ook
geen voorbeelden ter illustratie.

— Maak nu oefening 1 van paragraaf 5.

4 Integratietechnieken: Partiéle integratie (P.I.)

We weten al dat de integraal van de som van functies de som van de integralen is, helaas
geldt dit niet voor het product. Hoe lossen we een integraal van de vorm [ f(z)g(x)dx
op als substitutie niet werkt?

De productregel voor afgeleiden levert een stelling voor integralen.

Stelling 4.1 (Partiéle integratie)
Zij u,v afleidbare functies, dan is

Het tweede lid bestaat uit twee termen waarvan enkel de eerste geen integraal meer
bevat, men spreekt van “gedeeltelijke” of “partiéle” integratie.

Voorbeelden 4.2

1. /a:ex dz

Oplossing

Stel u(z) = z zodat u/(z) = 1 en stel v'(z) = €¥, dan kunnen we v(z) = €”
nemen. (Eigenlijk kan ook v(z) = e* 4+ C met C' € R, maar vermits we slechts
één primitieve nodig hebben zullen we steeds C' = 0 kiezen).

Partiéle integratie geeft dan

/a:ezdx = $€$—/€Idl‘zl‘ez—€m+c, C eR

2. /9x2lnx dz

Oplossing
Stel u(z) = Inx zodat v'(z) = 1/x en stel v'(z) = 922, dan kunnen we v(z) = 3z°
nemen. Partiéle integratie geeft dan

3
/9x21nxdx = 3x3lnm—/3idx:3x3lnx—a:3+0, C eR
T
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4. INTEGRATIETECHNIEKEN: PARTIELE INTEGRATIE (P.I.) 17

Opmerking 4.3
Stel dat we in het eerste voorbeeld / ze® dx een andere keuze hadden gemaakt voor

uenv.

2
Stel bijvoorbeeld u(z) = e*, zodat u'(x) = € en stel v'(z) = x, zodat v(z) = %
Dan geeft partiéle integratie

2
PI. X
/xem dr = 637? — /xzew dz.

In de tweede integraal is de macht van x verhoogd van 1 naar 2 i.p.v. z in de eerste
integraal bekomen we een 22 in de tweede integraal. Zo wordt de nieuwe integraal dus
ingewikkelder dan de oorspronkelijke. Het is dus belangrijk een goede keuze te maken
voor u en v.

N | =

Ook voor partiéle integratie betaat een formele, kortere manier van noteren.

Stelling 4.4 (Partiéle integratie, formele notatie)
Zij u,v afleidbare functies, dan is

~

/u(x) dv(z) 2 u(x)v(x)—/v(x) du(z)

of nog korter en nog formeler

/udv 2L uv—/vdu.

Voorbeelden 4.5

1. /xsinxdx = /a: d(—cos)
~—
v dv
& x(—cosx)—/(—cosx) dx
uv v du

= —zcosz+ | cosxdx

= —zcosx+sinz+ C, CeR.

ZOMERCURSUS WISKUNDE
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18 INTEGRATIETECHNIEKEN: SUBSTITUTIE EN PARTIELE INTEGRATIE

1
2. /xem dr = = r de*®
9 |
. U du
2 5(:1:62‘” e dz )
uUv U du
1 1
= Exeh — 1/629” d2x
1 1

= ixe2ng — Ze% +C, CeR

Om de laatste integraal uit te rekenen werd een substitutie toegepast.

Toepassingen 4.6
1. Partiéle integratie wordt gebruikt als de integrand geen onmiddellijke integratie
toelaat, zoals in volgend voorbeeld.

/lnx de 2 clng— [« dlnx:xlnx—/zdl’
R S A AN Ly "
Uy v U du

= xlnx—/dmlenm—x+0, C eR.

2. Partiéle integratie wordt gebruikt voor integratie van een product van twee func-
ties, op voorwaarde dat de nieuwe integraal eenvoudiger wordt (bv. een macht
doen dalen). Eventueel moet men herhaalde malen partieel integreren.

/(2:132 — 42)e** da 2L J(2? — 2z) de**
= (2® —21)e* — /eQm(Ql’ —2) dx

= (@ —22)e”— [(z—1)de™

B (g2 — 2x) e — [(x —1)e* — /e% d:c]

1
= (SL‘Z—QZE)GM—(Z'—U62I+§€2$+C
1
= (x2—2x—x+1+§)e2‘”+(]

= (x2—3x+g)e2“"+0, C eR

3. Soms krijgt men na (herhaald) partieel integreren opnieuw de gevraagde integraal
terug. In zo'n geval past men volgende techniek toe.
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4. INTEGRATIETECHNIEKEN: PARTIELE INTEGRATIE (P.I.) 19

Iz/sinxe‘”dm = —[e"dcosx

1.
= —€" cosx—i—/cos:rde””

—e¥cosx + /e"” cos x dx

= —e””cosx%—/e“c dsin x

~

= —e“”cosx—i—emsinx—/sinx de”

= —e‘””cosx—l—e"”sinx—/sinx e’ dx

—_—
1

Brengt men de term I naar het eerste lid, dan bekomt men
21 =¢€" (sinz —cosz) + D, DeR

Dus

I==¢€"(sinz—cosz)+C, C € R, (men stelt C' = D/2).

N | =

Opmerking 4.7

Het is misschien goed even op te merken dat, als er bij het oplossen van integralen een
oplossingsmethode is, deze niet noodzakelijk uniek is. Zo kan men vele integralen op
verschillende manieren oplossen. We illustreren dit hier door voorbeeld 3 uit toepassing
3.11 die daar met een substitutie werd opgelost, nu op te lossen met partiéle integratie.

/de”é' Ji/de

V1 —a?—

/— da
V1 — 22

1—a?%— 1
= xV1—-22- in teller 1 optellen en aftrekken
V1-— N2

1—a? dz
= xV1—12?-— / d:E + / e —— splitsing
V1—2?

= x\/l—xQ—/\/1—x2dx+Bgsinx+D, met D € R.

In het tweede lid verschijnt opnieuw de gevraagde integraal, brengen we deze naar
het eerste lid, dan krijgen we

2/\/1—:02dx:x\/l—xz—i—Bgsinm—i—D, met D € R.
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20 INTEGRATIETECHNIEKEN: SUBSTITUTIE EN PARTIELE INTEGRATIE

Zodat

1 1
/\/1—x2dm:ix\/l—x2+§Bgsinx+C, met C € R (C=D)2).

Stelling 4.8 (Partiéle integratie voor bepaalde integralen, formele notatie)
Stel u,v functies gedefinieerd op een open interval I en [a,b] C I,
dan 1s

~

/abu(x) dv(z) " [u(z)o(z) ], - /ab”(‘”) )

of nog korter en nog formeler

b o b
/udv i'[uv]i—/vdu.

Voorbeeld 4.9

e e {L‘2
/ Inzzdex = / Inx d—
1 1 2

L 2] 1
e? e 1
= lnhe——-Inl—-—(—— -
ne n (4 4:)
B e? e2+1
2 4 4
B €2+1
44
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5. OEFENINGEN 21

5 Oefeningen

1. Bereken volgende primitieven via een geschikte substitutie.

(a) /x;j—4 i () /(3m+5)\/m iz
(b) /cos2:vsin3 2z dx (f) /\/tjt?dt
© / T (8) / P

dt sin & cos x
d - h ittt
()/\/415—752—3 ()/Z—COSJC du

2. Bereken volgende primitieven via partiéle integratie.

(a) /Bgtanx dx (d) /Bgsin9 db
(b) /(31: + 2%)e” dx (e) /e‘r cos 3z dx
(©) /1n\/5d;c (f) /I?—f dt

ZOMERCURSUS WISKUNDE
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3. Bereken volgende primitieven.

@ [ o
e

© /x2+x+1

|

dz

dz

3r+3

d ——d
()/xQ—f—Qx—l—l o
202 + 3

d

(¢) /21’2—1—1 v
Inz dz

f o
()/xlnx—x

e® dx

® [
(h) / vBgtanz dx
0) [ d

4. Bereken volgende integralen.

(a) /jmm

v

w/2
(c) / sin® f cos 6 df
0

5. Bereken volgende primitieven.

dx
() / (22 — 4z + 5)3/2

(b) / Er——

ZOMERCURSUS WISKUNDE
GROEP WETENSCHAP & TECHNOLOGIE
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dz
) / (x —1)2/a%2 — 22— 8

d) / ° dx
Va? — 6z + 10

6 Oplossingen
1. Oplossingen oefening 1.
(a) = In(a* +4) +C, CeR

sin* 22 + C, C eR.

— 00| — DN —

3 Bgtan (z° + 1) + C, CeR

)

d)Bgsin(t—2)+C CeR

(e) 125 (3z + 4)° \/mw CeR
(f)ln|t+\/t2—|+C, CeR.
g)%Bgtanx_lJrC, CeR

h) cosz +In(2 — cosx)? + C, CeR

2. Oplossingen oefening 2.

a) r Bgtanx + ; In(1 +2%) +C, CeR
) (@ +x—1)e" +C, CeR

(¢) 1 ﬁ—%x%—C, C eR.
)

)

(
(b
(d) 0 Bgsinf + V1 — 0%+ C, C eR

(e TO (cos 3x + 3sin 3z) + C, CeR
Int 1
(f) —“T—ZHJ, CeR

3. Oplossingen oefening 3.

—4
T —2

(b) NG

(a) +C, C eR

-2
Bgtanx +C, CeR.

V3
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24 INTEGRATIETECHNIEKEN: SUBSTITUTIE EN PARTIELE INTEGRATIE

1
c $+§ln(m2+1)+0, C eR.

(c)
(d) 3ln|z+1]+C, CeR
(e) = +v2Bgtan (v2z) + C, CeR
(f)

)

)

f) In|zlnz —z| + C, CeR
(g) Bgtan (e*) + C, CeR
1 1 1
(h §x2Bgtanaj — 3% + §Bgtan:c +C, CeR.

1
(i) -5 In5 5 +C, CeR

1 2
() 3@ —De”+C. CeR

) —11—06_‘” cos 3x + 13—06_"’ sin3xz + C, CeR
) z(Inz)® — 3z(Inx)* + 6xlnx — 62 + C, CeR.
(m) %x sin(lnx) — %x cos(lnz) + C, C eR.
) Bgtan () + C, CeR

) —1n(1+cosm)+C:ln(1+tan2§)+0, CeR

1 1
(p) 2 (1+x)5< j;x—g)JrC, CeR

1
(q)gln|ex—1|+0, CeR

(1) ———— 4, CeR

x?2—1
1
(s) —ge’Qt(Q sint + cost) + C, CeR

4. Oplossingen oefening 4.

(a) / Inzde =1.
1

Yodx
b —F—=4—-1n9.
o) [ rrs=d-m
/2
(C)/ sin®@ cosx df = 1/3.
0

! T 1
(€) /0 (44 x2)? do = 40
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22241 6v/3 + 2
(f) dx =
0o vVr+1 3
5. Oplossingen oefening 5.
dz x—2
= C R.
(@) /($2—4$+5)3/2 \/x2—4:v+5+ 7 e
(b)/ a dr = ! _2_TH2 L0 CeR
(5—dz—22)32 " 5_dx—a22 95— 4z — a2 ’ .
dx 1
c = Va2 —2r—-8+C, C eR
©) /(m—l)Q\/m2—2x—8 9(z—1)

d
(d) V22— 62+ 10+3In |z — 3+ Va2 — 6z + 10HC, C € R.
Va? —6x+ 10
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